
×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîíèìàåì, êàê ìíîæåñòâî R âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé è
íà í¼ì âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè îïðåäåëåíû êîððåêòíî.
1. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà

M ⊂ R åñòü ñóïðåìóì (è èíôèìóì).
2. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ

îòðåçêîâ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òàêîé ÷òî èõ äëèíû ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, åñòü, è ïðèòîì ðîâíî îäíà, îáùàÿ òî÷êà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

4. Ïóñòü M � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê îòðåçêà [a, b].
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ [a, b], ÷òî äëÿ
ëþáîãî èíòåðâàëà I ∋ x ïåðåñå÷åíèå I ∩M áåñêîíå÷íî.

5. Êîìïàêòíîñòü îòðåçêà â R. Îòðåçîê [a, b] ïîêðûò íà-
áîðîì èíòåðâàëîâ (Iα)α∈M . Äîêàæèòå, ÷òî åñòü êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî P ⊂ M , òàêîå ÷òî [a, b] ⊂ (Iα)α∈P .

6. Ïðî ôóíêöèþ f : [a, b] → R èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò èíòåðâàë I ⊃ x, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
f îãðàíè÷åíà. Äîêàæèòå, ÷òî f îãðàíè÷åíà íà âñ¼ì [a, b].

7. Äëÿ îòðåçêà [a, b] èíòåðâàë ( 2a+b
3 , a+2b

3 ) íàçîâ¼ì ñðåäíåé

òðåòüþ. Èç îòðåçêà [0, 1] âûðåçàëè ñðåäíþþ òðåòü, çàòåì
ó êàæäîãî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ âûðåçàëè ñðåäíþþ
òðåòü, ïîòîì ó êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ îòðåçêîâ
âûðåçàëè ñðåäíþþ òðåòü è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè. Âûÿñíè-
òå, ñ÷¼òíî èëè íåò ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðåçàííûõ òî÷åê.

8. Òåîðåìà Õåëëè íà R. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòìåòèëè
n ∈ N ïðîìåæóòêîâ, êàæäûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðîìåæóòêè èìåþò îáùóþ òî÷êó.

9. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è 8 âåðíî äëÿ áåñêîíå÷-
íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ è íå âñåãäà âåðíî äëÿ áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà äàæå îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëîâ.


